稳健 的 对 数 最 优 策略 理论 
研究 与 实践 


投资 与 赌博 的 共同 点 是 资产 收益 的 随机 性 。 通 过 概率 分 布 函数 刻画 随机 性 ， 
在 结合 运筹 学 的 知识 就 可 以 构建 资产 配置 的 模型 。 模 型 所 优化 的 指标 不 同 ， 对 应 
的 长 期 资本 积累 的 表现 也 不 一 样 。 怎 样 确 定 优 化 指标 使 得 长 期 资本 积累 最 多 以 及 
如 何 稳健 的 实现 这 一 目标 具有 重要 的 现实 意义 , 这 也 是 本 文 即将 重点 分 析 的 两 个 


问题 。 


1.1 问题 引入 : 经 典 赌博 资金 分 配 问 题 


假设 有 一 个 赌 徒 面 对 一 个 赌局 ， 使 用 一 部 分 资金 押 注 。 若 为 胜局 ， 押 上 注资 金 
翻 倍 ， 败 局 时 ， 押 注资 金 全 部 失去 ， 胜 局 的 概率 记 为 p € [0.5,1)。 该 赌 徒 进 行 连 
续 的 赌博 , 每 一 次 的 规则 和 胜局 概率 保持 相同 ,使 用 怎样 的 策略 才能 使 该 财 徒 赢 
得 更 多 的 资金 。 

分 析 : 我 们 假设 理想 的 条 件 ， 即 没有 最 小 下 注 限 制 ， 下 注资 金 可 以 为 实数 域 
任意 数字 。 赌 徒 不 能 改变 赌局 的 规则 和 概率 ， 只 能 调整 自己 每 轮 下 注 的 数量 。 若 
赌 徒 每 次 使 用 全 部 资金 进行 赌博 , 则 他 输 光 的 概率 为 limn_vw(1 — p")=1. 若 赌 徒 不 
下 注 ， 资 金 得 不 到 正 向 的 增长 。 保 证 不 输 光 以 及 获得 最 优 的 资本 增长 的 要 求 下 ， 
最 优 的 下 注 比例 一 定 在 [0,1) 区 间 内 ,因为 每 轮 赌局 的 规则 概率 都 相同 , 每 轮 最 优 
的 下 注 比例 必然 相同 。 

记 初 始 情况 ， 赌 徒 资产 为 Xo， 每 次 使 用 b є [0,1) 比 例 的 资金 下 注 。 在 第 n 局 
后 ， 赢 了 SS 局， 输 J 了 n-S 局 。n 局 后 的 资金 为 Xs = Хо(1-+Е1Ь)5(1—Ь)”—5„ wW 


1 
п 


Xn S п —S 
&®) = log (Z) = Žlog(1 + b) + —— log(1 — b) 
fh.(b) 度 量 了 资金 的 指数 增长 速度 。 它 的 期 望 为 : 
1 
t) = E ов (22) = z ова + b) +=——1ов(1—5)| 
Xo n n 


= plog(1 + b) + (1 — p) log(1 — b) 
为 了 使 期 望 最 大 ， 令 导数 为 0: 
к ЕВ у 
кетт 二 
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f(w) 取 (0,1) 上 的 极 大 值 ， 即 达到 最 大 的 期 望 增长 速度 。 


此 外 ， 若 没有 p E [0.5,1) 的 条 件 ， 当 p<0.5 时 ， 最 优 b 为 负 ， 即 以 b 比例 的 
资金 “看 空 ”这 场 赌博 可 以 获得 资金 增长 ， 这 在 金融 市 场 中 即 对 应 着 卖 空 操作 ， 
在 简单 的 赌局 中 没有 卖 空 选 项 ， 最 大 的 增长 率 在 b=0 处 达到 。 当 p=1 BJ, 对 应 着 
必 胜 的 赌局 ,“ 全 压 ” 是 最 优 的 增长 策略 。 

此 问题 和 解答 揭示 出 ， 在 规则 概率 不 变 的 赌局 中 ， 存 在 唯一 的 固定 的 最 优 资 
金 投入 比例 ， 使 得 资本 的 期 望 增长 速度 最 大 。 


1.2 拓展 至 多 元 独立 同 分 布 的 情况 


对 一 元 离散 的 经 典 赌博 情况 进行 拓展 ， 考 虑 多 元 的 连续 收益 分 布 情形 。 举 个 
例子 , 现实 生活 中 的 股票 市 场 收益 是 连续 多 元 的 。 假 设 资产 价格 比 (定义 为 下 一 
时 刻 价 格 与 上 一 时 刻 价格 之 比 ， 向 量 X= (Xi,Xz,.…,Xn)" 服 从 分 布 


F (ху, X2, =, Xn ? 资产 配置 向 量 为 b = (Ь,, р», a bn)! ° 
此 情况 下 ， 最 大 化 资本 期 望 增长 速度 转化 为 一 个 优化 模型 : 
b = argmax Elog(bTX) = argmax J log(b1 X) аЕ(Х) 
bep bep 
其 中 B 表示 可 行 域 ， 体 现 出 b 的 约束 条 件 。 
资产 价格 比 向 量 分 布 是 独立 同 分 布 的 ， 使 资本 期 望 增长 速度 最 大 的 配置 也 是 
固定 不 变 的 。 使 资本 期 望 增长 速度 最 大 的 策略 定义 为 对 数 最 优 策略 。 


2 考虑 信息 的 影响 ， 非 独立 同 分 布 情况 下 的 策略 


实际 上 ， 市 场 上 的 一 些 信息 对 资产 的 未 来 收益 是 有 预测 作用 的 ， 这 也 直接 影 
响 着 资产 配置 。 将 信息 的 影响 引入 投资 时 ， 连 续 投资 环境 下 ， 资 产 收益 的 独立 同 
分 布 假设 变 得 不 合适 。 不 独立 同 分 布 条 件 下 ,资产 增长 策略 会 有 什么 变化 ? 解答 
这 个 问题 之 前 ， 先 考察 每 一 轮 投资 时 ,信息 的 引入 对 最 优 资本 增长 速度 的 期 望 的 
影响 。 

在 某 轮 投 资 时 ， 记 信息 为 Y=y, 给 定 信 息 后 ， 资 产 价格 条 件 分 布 为 
FGu,x2,.. x |Y=y) ， 此 时 最 优 增 长 速度 的 配置 记 为 
b* = argmax f log(b”X)dF(X|Y = y), 增长 速度 的 期 望 为 J og( 270dFCXIY = у). 


没有 此 信息 时 最 优 的 配置 记 为 bu = argmax f log(b1 X)dF(X), 增长 速度 的 期 望 为 
beB 


log(b5X)dF(X|Y = 丸 。 故 因为 信息 的 引入 ， 增 长 速度 期 望 有 : 


AV-y = Jog(b Х)аЕ(Х|Ү = y) — f log(b(X)dF(X|Y = y) 的 增长 。 由 b* 的 定 


X NIAVy=-y > 0， 这 说 明理 论 上 信息 Y 的 引入 不 会 降低 资本 最 优 增长 速度 , 不 同 信 
县 带 来 的 速度 增加 会 有 怎样 的 不 同 ? 这 需要 先 证 明 一 个 定理 再 来 分 析 。 


定理 2.1. AVy-y 存 在 上 界 。 
此 定理 证 明 需 要 用 到 两 个 引 理 。 


引 理 2.1. E(log (ф(Х))) < log (E(qp(X))) 成 立 ,其 中 随机 变量 X > 0, p(X) > 0. 
证 明 : 

由 于 log 函数 满足 log@x, + (1 — А)х,) > Aog(x1) + (1—1) log(x2),À € 
[0,1]， 所 以 log 函数 为 上 凸 函 数 。 


若 令 入 = 229, нх € [x] 
X2—X1 
则 有 log(x) > —#—-1ор(х,) + — log(x2) 
X2—X1 X2—X1 


1 


ERENT log) — logCa)] > — Пов(хо) — log(x:)] 


2 一 X1 
$x ә ху, M(x- ху)1ор'(х,) > [log(x;) — 108(х1)]. 


则 对 任意 i 都 有 N(xi 一 xo)log'(Cxo) > Ai[log(xi) 一 log(xo)] 成 并 


=з A (xi — xo)log' (xo) > У, №Пов(х;) — log(xo)] 
Лов (У, Ах) > X. A log). 
X HT 
Е(ов(ф0)) = | iog(eG9) #00) 
% k k—1 
=lim 2 _ log(gG6))(F[-) - FCC) 


log (E(eCO)) = log (| ф(х) aroo ) 


| ° кү _ k=-1 
= log time >》 PC (5) - FCD) 
Н log 函数 为 连续 函数 ， 而 且 有 log(2 中 ;Nixi) 2 Хт, A log(xi), WRIS 


ж = F(E) – ВО), m оо, 则 flog(@(%)) dF(x) < log (S ф(х) аЕ(х)) 7, B 
Е(1ов (Ф(Х))) < log (Е(Ф(Х))): 

引 理 2.2. 若 b* 为 对 数 最 优 投 次 组合 的 权重 ， 则 有 BE 其 它 任意 权 
E b 成 立 。 
证 明 : 


ФИ (ЫЕ) = f logh X) ағ (х), = А+ (1 Б", Jü b 为 其 它 解 ， 由 


TÀ =0 时 ,bo = b*, 则 根据 定义 有 W(bo,F) = W(b*,F) = max J log(b! X) dF(X) 


为 最 大 值 , 即 W(bo,F) > W(bk, Б), k € [0,1], 改 根据 导数 的 定义 知 当 入 一 0+ 时 ， 


aTa < 0 成 立 。 


| 就 е › 


= lim = лы (1 — 2)b*TX)) — E(log(b*TX))] 


= li 要 1-А 
= ЕТ og prixt = 


最 后 的 等 式 运用 limlog(1 + c * х)/х = c WER, 这 里 c= Gss 1), 


ЖЕР е 
ЕСТЕ S 1: 


定理 2 证明: 


AVv-y = J log(b*"X) dF(X|Y = y) — flog(b®?X) dF(X|Y = y) 


b*7X 
= | log prx FOY = y) 


= dF(X|Y = y) 


b*TX f(x) a fxly=y() 
je 人 = y) + лов fg 


T bx fGO n fxly=y G) 
= [в Стр + | буу-убд!ов f(x) dx 
bTyx х) Е Бү=у(х) 9 
< ое ea ОЕ = у) + | кубов f(x) dx (B 
B| #1) 
ЫХ Б) Баү=у(х) 
= 100 | rv ът + | fuv_yGolog dx 
b*7X fxlv= 
= log | b IX dF(X) + | fyly=y (x)log суш dx 
бү 
< 1081 + 55-5000 еы ах (由 引 理 2) 
fxjy=y (х) 
= 55-000 К) ах 
证 毕 。 


ШЕ 
由 


量 的 期 望 


在 此 定理 1 的 基础 上 ， 由 于 Y 信息 的 引入 ， 资 本 增长 速度 


Е(ДУ)=/ AVy-ydG(y)，G(y) 为 Y 的 分 布 函数 。E(AV) 也 存在 上 界 。 
E(AV) < | AVy-ydG(y) 
= J f fav=y@Olog 91259 ахас (у) 


f(x) 


= S Í fv=y G go) log f(x)g(y) dx ay 


= h(x,y) 
= f f h(x,y) Іов есу) ах dy 


其 中 h(x,y) 为 X,Y 的 联合 分 布 。 


E(AV) 存 在 上 界 「 [hE y) log dx dy， 这 在 信息 论 中 称 作 Y Б X ЙЯ 


f(x)g(y) 
信息 (mutual information )【1】。 与 资产 收益 比 的 共同 信息 体现 了 不 同类 别 的 信 


TKM. 


3 对 数 最 优 策略 的 贪 禁 与 增长 最 优 性 质 


资产 收益 服从 独立 同 分 布 的 情 


置 , 最 佳 的 动态 配置 由 于 这 个 条 件 变 成 了 前 
使 得 , 独立 同 分 布 假设 不 再 符合 实际 ,每 
变 得 不 同 ， 是 动态 同时 又 是 局 部 最 优 的 。 因 为 资本 + 


态 了 。 第 


ЖШ, ЖЕШ ЖЛЕ 
2 节 讨 论 的 投资 
一 轮 的 最 佳 资本 + 


策略 是 保持 某 一 固定 配 
言 息 的 引入 
首长 配置 受信 息 的 影响 
首长 策略 优化 的 指标 为 


log(L bi X.) = У; Іов (b7Xi)。{bi} 之 间 的 取 值 并 没有 相互 约束 。 所 以 对 于 每 个 i 


局 部 最 优化 log (b1Xi) 是 最 优化 log(TIi bT XA RER, Б 
禁 ” 人 性质 并 不 违背 全 局 最 优 的 要 求 。 
下 面 的 定 到 


[资产 


增长 集 略 的 “ 贪 


分 析 了 对 于 对 数 最 优 策略 与 其 他 非 对 数 最 优 策略 在 长 期 的 差别 。 


定理 3: ASi =I bi Xo 其 中 b; 是 对 数 最 优 策略 的 权重 , Ss = ПЕ, БТХ ze 
任意 其 他 策略 进行 配置 的 资产 数量 。Si 渐 近 优 于 其 它 投资 策 略 Sn。 
证 明 : 
根据 引 理 2.2 Ат, AES + < 1 成 立 
又 


1 
ppa 
n° Jo 


这 上 暗示 了 对 股票 市 场 上 每 个 股票 序列 ， 存 在 自然 数 N > 0， 对 vn > М, A 
Мова? < Е", р, RIA 


п 


т log < 0， 以 概率 1. 


因而 ， 我 们 有 Si 渐 近 优 于 其 它 投资 策略 Sa。 


4 理论 到 实践 : 真实 的 概率 分 布 未 知 


第 2 贡 中 讲 到 ， 理 论 上 ， 信 息 Y 的 引入 不 会 降低 资本 最 优 增长 速度 。 因 为 理 
论 假设 F(XlY = y) 是 已 知 的 ， 然 而 在 实际 应 用 中 F(X|Y = y) 是 利用 统计 模型 进行 
估计 的 ,估计 就 会 带 来 误差 ， 这些 误差 对 结果 的 影响 需要 进行 控制 。 本 节 讨 论 一 
种 对 资产 配置 权重 向 量 进行 Li 约束 来 达到 误差 控制 的 方法 , 通过 数学 上 的 推导 证 
明 其 方法 的 合理 性 。 


优化 指标 的 化 简 


设 X 的 期 望 收益 为 , 协 方差 阵 为 >， 记 R = bTX， 则 E(R) = E(b7X) = blu 
最 精确 的 对 数 最 优 策略 为 b = argmax | log(b7X)dF(X), 然而 这 个 优化 问题 
EB 


依赖 于 整个 X 概 率 密度 分 布 ， 精 确 的 随机 优化 需要 大 量 的 计算 。 我 们 可 以 通过 泰 
勒 展开 近似 对 问题 进行 合理 的 化 简 , 使 得 对 优化 过 程 的 分 析 以 及 计算 的 实现 变 得 
更 容易 。 


J log(b"X) dF(X) = E(log(bT X)) 
ЬТХ – Е(ЬТХ) (Ь"Х 一 ке). 
E(bT X) 2(E(bTX))° 
Е(ЬТХ – Би) Е((ЪЇХ—ЬТи)?) 
E(bT X) 2(E(bT X))° 


= Е C + 


= E(log(b" и)) + 


1 
= F 0 一 一 一 一 一 
log(b' u) + 2(ЪТш)? 


= log(bT и) 一 БЕ Лур 
ке )2 
ФМ, p, £) = log(b" p) — трт 
max M(b, р, X) 
s.t. b € B 


ЬТЕ[(Х — и)(Х — Ш)" Ib 


一 一 -一 已 22， 则 我 们 的 问题 转化 为 : 


最 优 投资 组 合 bo 天 的 求解 


Eb € B 所 表示 的 约束 形式 不 复杂 的 话 ， 可 以 直接 求解 b。 本 小 节 中 ， 以 


В = (b|bTe = 1，b7 u > с}, 


分 析 最 优 解 应 该 满足 的 条 件 。 第 一 个 约束 是 自 


然 的 ， 第 二 个 约束 表示 投资 收益 的 期 望 的 要 求 。 


记 F(b,w B) = – Іов(Б и) +—— 


其 中 B > 0 


令 9F(b,a,B)/9b = 0, 3F5B8(c—bT u) = 0, B>0, Ъ7е-– 1 = 0 联 立 ， 得 


u иЬТуЬ yb 


ran )2 


由 于 约束 条 件 中 既 含 有 等 式 约 束 ,又 含有 不 等 式 约 束 , 因 此 我 们 用 
Karush-Kuhn-Tucker 条 件 来 对 该 优化 问题 进行 求解 。 


————һТУР + «(ЬТе — 1) + B(c — bT и), 


了 (4.1) 
P(c- b" u) = 0 (42) 
B=0 (4.3) 
ЬТе—-1=0 (44) 
接 下 来 我 们 考虑 该 方程 组 的 求解 。 
在 方程 〈4.1) 两 边 同时 左 乘 bp?， 得 
е ЮЕ А ubTyb yb й 
050 | pra Gris ти "Pr 
bu bTubTyb ЪТУЬ Е " 
“эи (TI: (Бї O Pk 
Е ЬТУр  ЬТУЬ ЕТТЕ 
СГУ or 


= –1 +0 – Ви 


(1) 若 B = 0， 则 由 上 式 可 得 0= -1+a 一 0， 即 ax = 1。 


将 a = 1，B = 0 代入 方程 (4.1) 得， 


u иЬТуЬ Ур 
———+—e=o0 
bu (ЬТи)З (Би)? 


通过 方程 (4.5)， 可 求 出 方程 最 优 组 合 boPt 的 值 。 


(2) 若 B > 0， 则 由 方程 (4.2) 可 知 ，b7 u= 
故 有 0 = –1 + а – Вс, Во = 1 + Вс, 
因此 ， 我 们 可 以 得 到 如 下 方程 组 : 
u иЬТуЬ Ур S 
D'u E Tp PESO 
b'u=c 
а= 1+ Вс 


(4.5) 


(4.6) 


因此 ， 通 过 求解 方程 组 (4.6)， 通 过 求解 该 方程 组 ， 即 可 求 出 方程 最 优 组 


合 boPt 的 值 。 


Li 控制 条 件 下 的 稳健 处 理 


ul 


将 不 同 b 对 应 的 M(b, p, £) 取 值 称 为 对 应 的 效用 值 。 
F 券 组 合 比重 的 估计 。 由 于 证 券 投 资 组 合 的 优 劣 是 通 


以 我 们 需要 准确 了 解 我 们 的 投资 组 


制 ， 以 保证 


由 方程 (4.5) 以 及 方程 组 (4.6) 可 以 看 出 ，hboPt 的 求解 依赖 于 参数 pL 和 Zz 的 
值 。 若 我 们 对 p, 的 估计 出 现 了 偏差 ， 则 会 导致 我 们 的 最 优 证 
出 现 偏 差 . 因此 我 们 需要 对 我 们 的 估计 过 程 进行 控 
有 效 控 制 。 


券 投 资 组 合 的 估计 
估计 偏差 能 够 得 到 


设 bor! 是 我 们 对 最 优化 
过 效用 函数 值 来 体现 的 , 所 
合 boPt 的 效用 函数 值 , 我 们 需要 通过 参数 和 > 


的 估计 值 , 从 而 求 得 be?! 的 效用 值 的 估计 。 因 此 , pg 和 Zz 的 估计 误差 会 影响 到 bo?! 的 


效用 值 估计 的 精确 性 。 接 下 来 我 们 讨论 如 何在 优化 框架 下 添加 约束 ,使 得 bo?: 的 


估计 效用 值 与 oz 的 真实 效用 值 的 偏差 的 上 界 得 到 控制 。 


== 


首先 ， 我 们 需要 先 对 模型 做 一 个 假定 。 


(AH) 假 定 EC = h， 即 信 是 的 无 偏 估计 。 
该 假定 我 们 可 知 ,E (Бор р) = Bort p. 由 大 数 定律 我 们 可 知 , 对 于 ve > 0, 


D 


当 样 本 量 n ”co 时 , 有 P( 


Bort” й— Bort” p| > е) > 0. 所 以 给 定 充分 小 的 e > 0, 


ро?“ Ё – bort H < Eo 


存在 no € N;， 当 样本 量 大 于 no 时 ， 估 计 值 满足 


另外， 我 们 还 需要 证 明 一 个 引 理 。 


引 理 4.1: Vp, 9q,91,92 € R, йд, < q < ду, WA 


[p — q| < max{p — 91,9: — p) 


= 


ЕВ: р>, MWp-q 2>p-q20, р-да > Ip- ql- 


жр <q, а —p>q—p> 0, В -p > |p -qlo 
因此 ， 我 们 有 |p -— 91 < max(|p – 91,19 — p|) 


接 下 来 我 们 考察 和 om: 的 估计 效用 值 M(Pope р, £) 5 Jt t 3:20 JB Bi M(BoPt, н, х) 
的 偏差。 


M(B: f, £) 


— м(Б°?“, n, X)| 


= 1 O 
= logt" ñ) =: —— zbor ЁБ" 
2 (Bort f) 


_ E N 
—1о8(8°Р° р) + — z bort ЕЁ 
2 (Bort п) 


= (Іов? й) —1ов(Ё°Р° н) 


+ 1 = Bort” ypopt 本 1 = Bort” Sport 
2 С п) 2 (bot f) 


< Пов" A) – Іов (б w | 


+ = Bort” уфор = 1 = === Бор: Sport 
2 (Bort п) 2 (Бор: ñ) 
< Т 
орі 
= |log к в. Бор. port БРЕ АЕ Dort” уфор 
Фор: p 2|r 7 _ \2 ES 
bot ñ (Bort f) (Bort п) 
Botne] 1 Б Н ИРУ 
< Пор т 十 一 port port 一 5 Бо“ ypopt 
b 2 | [copi] AT 
Dort ñ (Bort ñ) (Бо: п) 
1 м! Ne 1 
< Пор (: 十 т J 十 一 5 bort Short z — port ybont 
орі ñ 2|/+ T. = ы" 
рор u (Bort й) (Бор: п) 


对 于 不 等 式 左边 第 一 项 ， 由 于 Bort р > c， 所 以 


8 
oog(1+ 7 | 
bobt ñ 
对 于 不 等 式 右边 第 二 项 ， 由 引 理 4.1， 
因为 


port ypont < — Í bent ypont < 
(bot Ñ ЗЕ ғ) СЗ (Бор Ñ = ғ) 


所 以 


< log (1 +2) 


Z LT = 
> port уроР. 


5 Бо: фор _ — | bot ypont 
D 


5 Бор: Sport С 1 5 Bort” ghort, 

РЕА; Т Т 

С й) (Bort ñ + Э) 
2 Бор! уфор: — 5 Вор: уфор: 


(бор р — ғ) (бор Ñ _ = 


而 由 于 ~e < bot p — bopt n < є, 


则 一 方面 ， 


Tas 


port $popt 一 Bort уфор: 
= T N АСТ 2 
(be B) (Бона + e) 
Ғор: 全 
< 1 Bort” Ў _ b H y port 
Т; 了 2 o {Т 
(Bort ñ) bort ñ +£ 
< Т 
орі # 
Е. Е] с ) bent 
С bort ñ + £ 
男 一 方面 ， 
= -bort уор 一 = > Борг! £pont 
нт) (р 
Т 2 
opt ë 
(bot f) bort ñ – £ 
1 К Т Dort à < 
<| В" т х – Ў | bot 
brt ñ – ғ 
所 以 
= -bort £popt — = > Бор! уфор: 
(P> D) б”) 
2 
FoptT e 
< пахі Во [А | z он port” 
c bort ñ + = 
1 


bent" (z — £)Bort| 


c2 


Ав = (B, 


则 


ГАРЕТ ДЕ 


ГА T = эме. ¿— A + === 
о В) o Z — RDR i TE j 列 元 素 为 cij。 


Ll 


J 


п п 
р; 
= = 1=1 


п п 
= 2) ДЕВИ 


ІЛ 
IM з 


п п п 
< > Blmax| У 51У 
і=1 ј=1 ј=1 
п 2 п 
- (Ул) уы 
ї=1 j=1 
故 得 : 
|M(b°nt, ñ, £) — M(bort, р, X)| 
8 1 1 PELE Ый УА 
< |log 1 十 一 Т 十 了 = = Бор! уор 一 = = Бор? ghort 
Dort п (Bort Ë) (bort n) 
ылу. 
E A 
< log(1 +-) 去 (> max > || 
i=1 j=1 
-去 (> max > [о] 
і=1 ј=1 


因此 ， 如 果 我 们 选取 一 个 合适 大 小 的 常数 co > 0， 并 控制 P| 所 | < co， 则 只 


足够 大 ， 方 差 的 估计 与 真实 值 的 偏差 一 全 不 至 于 过 大 〈 即 满足 
тах; ?1|oij| 较 小 ), 就 能 保证 我 们 对 bo?t 的 效用 值 的 估计 不 会 偏离 真实 值 过 多 。 
Ibil < co 约束 能 够 达到 稳健 的 优化 效果 ， 并 且 使 得 最 


需要 确保 样本 量 


因此 ， 添 加 额外 的 PE 
优 效 用 的 误差 有 一 个 可 以 控制 的 上 界 。 


5 金融 市 场 模拟 


5.1 模拟 目的 ， 假 设 与 数据 介绍 


模拟 目的 


本 节 使 用 真实 的 数据 对 前 文理 论 进行 检验 。 开 发 一 套 集 略 ， 仅 通过 历史 的 价 
格 数据 ， 寻 找 价格 模式 ， 以 此 进行 连续 的 资产 选择 ， 达 到 资本 的 增长 。 


模拟 假设 


1， 简 化 交易 费用 的 影响 ， 模 拟 中 涉及 以 日 为 单位 的 资产 平衡 与 再 选择 ， 现 实 世 
界 中 这 样 的 操作 对 应 着 未 知 的 交易 费用 。 我们 采用 【2 论文 中 所 建立 的 线性 
交易 费用 模型 对 影响 进行 近似 。 

2， 流 动 性 。 虽 然 模拟 中 所 考虑 的 资产 流动 性 都 非常 大 ， 但 现实 中 进行 无 约束 的 
平衡 再 选择 还 是 有 一 些 困难 的 ， 因 此 模拟 中 不 考虑 这 种 约束 。 


数据 介绍 


模拟 实验 所 用 数据 是 纽约 证 券 交 易 所 (NYSE) 上 36 支 股票 的 数据 ， 时 间 段 为 
1962 年 6 月 3 号 到 1984 年 12 月 31 号 ， 共 计 5651 个 交易 日 ， 该 数据 在 【3,4】 
论文 中 均 有 使 用 。 


5.2 模型 
1. 基 于 市 场 相似 度 的 信息 提取 


本 次 模拟 只 使 用 股价 数据 ， 通 过 历史 数据 中 出 现 的 相似 价格 模式 对 未 来 的 价 
格 进行 预测 。 记 x(i, k) 为 第 i 支 股票 在 第 k 天 的 价格 比 。X(k) 表 示 第 kk 个 交易 日 
Хак U Xu 


инана. Gop -| i ` ym аст хининдин, 


Хрк ` Xpl 
以 看 作 是 第 ktl 天 前 1-k+1 天 的 市 场 背景 环境 。 

对 于 任意 一 个 交易 日 t， 固 定 它 市 场 背景 环境 长 度 ， 都 可 以 在 历史 中 寻找 有 具 
有 类 似 市 场 背 景 环境 的 交易 日 。 这 些 交易 日 的 数据 对 于 +1 天 的 价格 是 具有 预测 


价值 的 。 
定义 市 场 背景 相似 度 


Similar (x(k: І), X(k +m:l + т)) = согг*(Х (К: D,X(k + m: l + т)) 


其 中 corr* 表 示 将 X(k: 1),X(k + m: 1 +7m) 两 个 矩阵 列 向 拉 直 成 两 个 向 量 之 后 
求 皮 尔 森 相关 系数 的 运算 。 

寻找 市 场 背景 相似 交易 日 

通过 确定 市 场 背景 长 度 n 以 及 相似 度 阀 值 p 这 两 个 参数 , 定义 与 第 k 个 交易 日 
市 场 背景 相似 的 交易 日 的 日 期 指标 集 为 : 


C(k,n,p) = {п <i< k|Similar [ X(i — mn: i— 1), X(k -п k — 1) > p} 


2. 配 置 优化 模型 


在 第 k+l 个 交易 日 前 进行 资产 选择 前 ， 寻 找到 相似 的 交易 日 集合 ， 相 似 交 易 
日 的 收益 比 的 经 验 分 布 即 作为 第 k+l 个 交易 日 的 收益 比 估计 。 值得 提醒 的 是 ， 相 
似 交 易 日 的 选取 收 到 市 场 长 度 n 以 及 系数 阀 值 p 的 影响 。 最 适应 市 场 的 (n,p) 不 
能 事先 知道 ,股票 数据 的 时 序 性 又 使 得 交叉 验证 不 适用 此 问题 。 通 过 整个 训练 集 
寻找 最 佳 的 “mu p) 又 容易 引起 过 拟 合 的 问题 。 


为 了 解决 上 述 问 题 ， 也 使 得 资产 选择 更 加 稳健 。 考 虑 多 个 Cp) WHS, 
每 个 组 合 看 成 是 一 个 “专家 ”， 最 终 决 策 综合 考虑 了 专家 的 意见 。 本 文中 专家 的 
选取 方法 如 下 ， 取 定 一 个 N 作为 mn 的 上 界 ， 考 虑 2 < n < N 的 所 有 mn。 取 定 一 个 
作为 p 的 上 界 ,在 [0,P] 范 围 内 固定 间距 取 10 个 点 作为 专家 p 的 取 值 .参数 N,P 的 选 
取 对 模型 结果 的 影响 比 Cn, p) 更 稳健 ， 这 点 在 灵敏 性 分 析 部 分 能 够 得 到 展示 。 

对 于 单个 专家 (Cu p)， 第 k+ 天 的 配置 优化 模型 为 : 


Бу (п, р) = argmax | | (Ь·Х;) 
beA , 
іЄС(Кт,р) 


b € 4 为 资产 配置 向 量 所 要 满足 的 约束 条 件 。 根 据 第 4 节 我 们 添加 L1 范 数 不 
大 于 1 的 约束 ， 以 最 小 化 估计 误差 的 影响 上 界 。 现 实 中 这 等 价 于 不 卖 空 的 约束 。 
通过 如 下 公式 ， 自 适应 的 动态 加 权 综 合 专家 意见 : 


s(n,p)bxri(n, p) 
2mp 5(п, p)bk.. G, p) 


s(n, р) 275 Ы. (п, р) Е ТЕС(К,п, p) 集 合 里 的 交易 日 能 够 获得 的 总 收益 。 


bk+1 = 


3. 交 易 费 用 影响 


交易 费用 是 考察 策略 的 重要 环节 ， 通 过 仿真 模拟 环节 简单 的 规则 可 以 探究 交 
易 费用 的 影响 ， 但 最 准确 的 交易 费用 一 定 在 真实 市 场 上 才能 计算 出 来 。 

本 文采 取 【2 1】 文献 中 提出 的 线性 交易 费用 模型 。 第 k+1 天 配置 的 交易 费用 
为 : 


a: ||b,,, — БАА 
在 考虑 收益 时 ， 需 要 减 去 相应 比例 的 费用 。a 为 调整 系数 ， 取 值 0 代表 无 交 
易 费 用 ， 依 次 增 大 表示 交易 费用 增 大 。 本 文 考虑 不 同 w 下 ， 策 略 的 表现 。 


5.3 模拟 结果 
总 财富 


将 参数 设 成 n=10,p = 0, а = 0， 上 述 策略 在 NYSE 数据 实施 后 ， 得 到 的 累积 
资本 的 增长 情况 如 图 1。 


NYSE data cumulative wealth 
Е r Е 


log10(cumulative wealth) 


0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 
day 


图 1.NYSE 数据 累积 资本 
结合 资本 累积 图 可 以 看 出 : 经 过 5651 个 交易 日 ， 即 5651 次 资产 配置 后 ， 不 
考虑 每 次 调整 所 需 的 交易 费用 , 资产 增加 的 倍数 可 以 达到 101? 这 个 数量 级 ,而 且 ， 
资产 在 每 个 阶段 都 能 够 稳步 的 增长 , 不 会 出 现 数量 级 上 的 大 幅度 降低 。 这 样 良好 
表现 的 原因 是 : 大 数 定律 保证 了 在 一 段 时 间 内 策略 中 优化 的 增长 速度 期 望 的 稳定 。 
并 且 基 于 市 场 背景 相似 度 的 预测 符合 市 场 规律 ， 能 够 提高 增长 速度 的 期 望 。( 还 
是 要 把 交易 费 考 虑 进去 !) 


Ч 


交易 费用 影响 


实际 应 用 中 ， 需 要 考虑 交易 费用 的 影响 。 结 合 52 节 中 线性 交易 费用 模型 
考虑 每 次 资产 调整 需 扣除 调 整 头寸 4 比例 的 资金 。a 由 0 增加 至 0.01， 代 表 交 易 
扣 费 程度 增加 ， 对 应 的 累积 资产 如 图 2 所 示 。 

通过 图 2, 可 以 看 出 线性 费用 影响 下 ， 累积 资产 的 对 数 与 费用 系数 a 服从 一 个 
线性 的 关系 。 在 a = 0.0045 这 个 临界 点 处 ， 资 产 数 量 对 数 是 0， 即 对 应 着 不 增 不 
减 。 当 a 小 于 此 临界 点 时 ， 累 积 的 资产 数量 能 够 随 着 时 间 以 指数 增长 。 


ш 


log10(cumulative wealth) 
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NYSE data linear cost model alpha VS cumulative wealth 


r ү r а а 1 Ё r r Кат 
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 
linear cost coefficient 


图 2. 交 易 费 用 影响 分 析 


参数 灵敏 性 分 析 


前 文 所 诉 的 方法 设 定 了 最 大 市 场 背 景 长 度 为 10。 为 了 分 析 这 一 参数 的 不 同 设 


定 对 结果 是 否 有 很 灵敏 的 影响 ， 将 最 大 市 场 背 景 长 度 调 整 为 0 至 25 的 整数 ， 得 
到 对 应 的 最 终 累积 资本 数量 ， 如 图 3 所 示 。 


图 3 


中 结果 显示 ， 最 大 市 场 背景 长 度 参数 在 0-5 之 间 时 ， 参 数 越 大 ， 结 果 越 


好 。 在 5-25 之 间 ， 结 果 的 数量 级 保持 稳定 。 在 实际 应 用 中 ， 可 以 通过 训练 集 选 
出 最 佳 的 市 场 背 景 长 度 ， 由 于 这 个 参数 的 稳健 性 , 它 在 样本 外 数据 的 表现 也 可 以 


得 到 保 订 


E， 这 可 以 解决 数据 挖掘 的 过 拟 合 的 问题 。 


同样 ， 对 参数 p 进 行 灵 敏 性 分 析 。 将 n ДХ 10, p 分 别 取 {-0.15, -0.05, 0, 0.05, 
0.1，0.1$}， 得 到 最 后 不 同 累积 资本 ， 如 图 4 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ，p 取 0 时 ， 


能 够 达 至 
常 的 。p 


I 最 好 的 效果 。p 为 负 时 ， 提 取出 的 相似 交易 日 会 有 反作用 ， 非 最 优 是 正 
太 大 时 ， 符 合 要 求 的 交易 日 太 少 ， 效 果 也 不 会 最 佳 。 
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cumulative wealth vs market windows length 
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图 4. 相 关 性 痢 值 灵敏 性 分 析 


6. 结 论 


本 文 由 经 典 赌 博 资金 管理 问题 引入 ， 得 到 对 数 最 优 策略 的 定义 。 在 此 基础 上 ， 本 文 分 析 
了 信息 对 资本 增长 速度 增 量 的 影响 , 并 通过 理论 推导 证 明了 对 数 最 优 策略 的 渐 近 最 优 性 。 此 
外 , 本 文 考 虑 了 Li 约束 下 均值 和 方差 误差 对 资本 收益 误差 的 影响 , 从 而 证 明了 在 此 框架 下 对 
数 最 优 策略 对 资产 配置 具有 较 好 的 稳健 性 。NYSE 股票 数据 的 模拟 实证 研究 表明 对 数 最 优 策 
略 具 有 较 高 的 收益 率 和 优异 的 稳定 性 。 


ea 
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